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V magistrskem delu obravnavam posplo²ene baricentri£ne koordinate s pomo£jo ka-
terih lahko zapi²emo to£ko znotraj ve£kotnika kot konveksno kombinacijo njegovih
ogli²£. V uvodu predstavim baricentri£ne koordinate v trikotniku, v nadaljevanju pa
koncept posplo²im in jih deniram za ve£kotnike. Izpeljem nekaj osnovnih lastno-
sti posplo²enih baricentri£nih koordinat, prav tako pa se osredoto£im na konkretne
primere in sicer na Wachspressove koordinate in koordinate povpre£ne vrednosti.
Predstavim tudi uporabo teh koordinat pri interpolaciji funkcij dveh spremenljivk.
V nadaljevanju magistrskega dela se ukvarjam z uporabo posplo²enih baricentri£nih
koordinat na podro£ju ra£unalni²ke grake. Natan£neje obravnavam baricentri£no
preslikavo v ravnini in njeno uporabo pri kontroliranju razli£nih ravninskih oblik. V
nadaljevanju predstavim uporabo iste preslikave za modikacijo fotograj. To pre-
slikavo tudi implementiram in prikaºem njeno uporabo na konkretnih fotograjah,
med katerimi je tudi portret. Pri portretu demonstriram, kako s pomo£jo bari-
centri£ne preslikave zoºimo obraz. Na koncu predstavim ²e koordinate povpre£ne
vrednosti v prostoru in njihovo uporabo pri kontroliranju tridimenzionalnih oblik.
Klju£ne besede: posplo²ene baricentri£ne koordinate, Wachspressove koordinate,
koordinate povpre£ne vrednosti, baricentri£na preslikava, modikacija fotograj.





In my master thesis I study barycentric coordinates, which can be used to describe
a point inside a polygon as a convex combination of its vertices. In the introduc-
tion I introduce barycentric coordinates for triangles and then generalize the idea to
polygons. First I derived some basic properties of general barycentric coordinates,
and later focus on two specic coordinates, which are Wachspress coordinates and
mean value coordinates. I also present the application of these coordinates for in-
terpolating functions of two variables. In the second part of the thesis I consider the
use of general barycentrc coordinates in computer graphics. I take a look at a type
of mapping called the barycentric mapping and the eect it has on planar shapes.
Later I describe a way that this mapping can be used for image warping. I present a
way of implementing the mapping and then show the results of the implementation
on some specic images, among which is also a portrait. On the portrait the map-
ping is used to make the face narrower. At the end I present mean value coordinates
in space and their role in manipulating three-dimensional shapes.
Keywords: general barycentric coorinates, Wachspress coodintaes, mean value co-
ordinates, barycentric mapping, image warping.




V magistrskem delu obravnavajte posplo²ene baricentri£ne koordinate. Posvetite se
²tudiju njihovih lastnosti in omenite podro£ja uporabe. Izbrane posplo²ene bari-
centri£ne koordinate uporabite za risanje grafov funkcij nad splo²nimi poligonskimi
ravninskimi obmo£ji. Opi²ite tudi baricentri£no preslikavo in jo uporabite za modi-
kacijo fotograj.
Osnovna literatura
M. S. Floater, Generalized barycentric coordinates and applications, Acta Numer.
24 (2015) 161214.
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Recimo, da bi radi graf funkcije dveh spremenljivk narisali nad obmo£jem, ki ni
pravokotnik. Tega ponavadi ne moremo narediti direktno, saj lahko v ve£ini progra-
mov, ki znajo risati grafe funkcij dveh spremenljivk, kot obmo£je, nad katerim bo
narisana funkcija, podamo samo obmo£je, ki je pravokotnik. Imejmo funkcijo dveh
spremenljivk f , za obmo£je pa si izberimo trikotnik z ogli²£i v1(v1x, v1y), v2(v2x, v2y),
v3(v3x, v3y). Od sedaj naprej ga bomo ozna£evali z [v1,v2,v3]. Da bomo lahko nad
tem obmo£jem narisali funkcijo, moramo obmo£je parametrizirati. Vsako to£ko t na
robu [v1,v2] lahko zapi²emo kot konveksno kombinacijo v1 in v2. Vsako to£ko x na





Slika 1: Zapis to£ke
x s pomo£jo ogli²£
trikotnika.
t = v1 + µ(v2 − v1) = (1− µ)v1 + µv2, µ ∈ [0, 1],
x = t+ λ(v3 − t)
= (1− λ)(1− µ)v1 + (1− λ)µv2 + λv3, λ ∈ [0, 1]. (1.1)
Na tak na£in dobimo vsako to£ko x v trikotniku. Ugotovili smo, da trikotnik
[v1(v1x, v1y),v2(v2x, v2y),v3(v3x, v3y)] v ravnini lahko parametriziramo s funkcijama
x(µ, λ) = (1− λ)(1− µ)v11 + (1− λ)µv21 + λv31,
y(µ, λ) = (1− λ)(1− µ)v21 + (1− λ)µv22 + λv32.
Graf funkcije f , ki ima za domeno trikotnik [v1,v2,v3], pa dobimo tako, da nari²emo
ploskev v prostoru, parametrizirano s funkcijami
x(µ, λ) , y(µ, λ) in z(µ, λ) = f(x(µ, λ), y(µ, λ)).
Primer 1.1. Zgornjo izpeljavo lahko uporabimo za risanje grafa funkcije





nad trikotnikom z ogli²£i a(0,−1), b(1, 1), c(−1, 1). Narisati moramo torej ploskev,
parametrizirano s funkcijami
x(µ, λ) = (1− λ)µ− λ,
y(µ, λ) = −(1− λ)(1− µ) + (1− λ)µ+ λ,
z(µ, λ) = sin2
(︂√︁




Slika 2: Graf funkcije iz primera 1.1 .
S parametrizacijo trikotnika nam je uspelo narisati graf funkcije dveh spremen-
ljivk, ki ima za domeno trikotnik. Obenem pa smo ugotovili, da lahko to£ko v
trikotniku zapi²emo kot linearno kombinacijo njegovih ogli²£. Ko µ in λ prete£eta
interval [0, 1], nam izraz (1− λ)(1− µ)v1 + (1− λ)µv2 + λv3 da natanko vse to£ke
v trikotniku [v1,v2,v3]. Vidimo tudi, da se koecienti pred v1,v2 in v3 se²tejejo v
1. Sedaj pa bi se stvari radi lotili ²e obratno. Kaj £e imamo dana ogli²£a trikotnika
kot zgoraj in to£ko x(x, y) znotraj trikotnika? Radi bi na²li koeciente ϕ1, ϕ2 in ϕ3
za katere velja
ϕ1v1 + ϕ2v2 + ϕ3v3 = x,
ϕ1 + ϕ2 + ϕ3 = 1.
Tega problema se lahko lotimo tako, da poskusimo re²iti sistem ena£b, ki nam ga








V sistemu smo drugi pogoj zapisali v prvi vrstici. Ta sistem ima enoli£no re²itev. e
ne bi imeli pogoja ϕ1 + ϕ2 + ϕ3 = 1, potem to ne bi bilo res in bi imeli ve£ moºnosti
za izbor koecientov ϕ1, ϕ2 in ϕ3. Preden sistem re²imo, se spomnimo predzna£ene
plo²£ine trikotnika. Predzna£eno plo²£ino trikotnika z ogli²£i a(a1, a2), b(b1, b2) in
c(c1, c2) bomo ozna£ili z A(a, b, c). Izra£una se kot




⎡⎣ 1 1 1a1 b1 c1
a2 b2 c2
⎤⎦ .
e si ogli²£a a, b in c, katerih koodrinate smo v matriko zapisali od leve proti desni,
na trikotniku sledijo v nasprotni smeri urinega kazalca, bo determinanta pozitivna,
v nasprotnem primeru pa negativna. Predznak predzna£ene plo²£ine je torej odvisen
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od orientacije ogli²£. Z uporabimo Cramerjevega pravila poi²£emo re²itve sistema
(1.2). Za ϕ1 dobimo
ϕ1 =
det































, i = 1, 2, 3,
kjer so Ai plo²£ine manj²ih
trikotnikov na sliki, A pa je
plo²£ina celotnega trikotnika.
Koecienti ϕ1, ϕ2 in ϕ3 so baricentri£e koordinate to£ke x. Na njih lahko gle-
damo tudi kot na funkcije, saj so odvisne od izbire to£ke v trikotniku. Baricentri£ne
koordinate v trikotniku so polinomske funkcije koordinat to£ke x. V baricentri£nih
koordinatah to£ko x zapi²emo kot (ϕ1, ϕ2, ϕ3). e to£ka leºi znotraj trikotnika, vse
koordinate leºijo na intervalu (0, 1). Na zgornji na£in so koordinate denirane tudi,
£e to£ka x leºi zunaj trikotnika, le da nekatere koordinate zaradi spremembe orien-
tacije manj²ih trikotnikov postanejo negativne. Tako sta lahko najve£ dve baricen-
tri£ni koordinati negativni. Zapis to£ke v trikotniku z baricentri£nimi koordinatami
je znan ºe nekaj £asa. Prvi£ ga zapi²e August Ferdinand Möbius leta 1827.
Primer 1.2. Naj bo [v1,v2,v3] poljuben trikotnik v ravnini R2 in x to£ka znotraj
trikotnika z baricentri£nimi koordinatami (1/3, 1/3, 1/3). Radi bi ugotovili, katera to£ka
v trikotniku je to. Teºko si bomo pomagali z denicijo s plo²£inami, zato pa nam bo












Po (1.1) pa vemo, da lahko vsako to£ko x v trikotniku zapi²emo kot
x = (1− λ)(1− µ)v1 + (1− λ)µv2 + λv3,





































Iz tega zapisa in s pomo£jo konstrukcije na sliki 1 lahko ugotovimo, da je to£ka x z
baricentri£nimi koordinatami (1/3, 1/3, 1/3) teºi²£e trikotnika [v1,v2,v3].
Enako idejo lahko uporabimo tudi za simplekse v vi²jih dimenzijah. e imamo
to£ko x znotraj tetraedra v prostoru, podobno kot zgoraj dobimo sistem ²tirih li-
nearnih ena£b s ²tririmi neznankami. Re²itve tega sistema so ²tiri baricentri£ne
koordinate izbrane to£ke. e to£ko x poveºemo z ogli²£i tetraedra, dobimo ²tiri
manj²e tetraedre, ki tvorijo particijo osnovnega tetraedra. Baricentri£ne koordinate
so enake rezmerju volumna manj²ih tertaedrov in volumna osnovnega tetraedra.
1.1 Interpolacija
Baricentri£ne koodinate lahko uporabimo tudi za interpolacijo funkcije dveh spre-
menljivk. Naj bodo v1 = (v1x, v1y),v2 = (v2x, v2y) in v3 = (v3x, v3y) tri to£ke v
ravnini, ki tvorijo pozitivno orientiran trikotnik. Radi bi na²li funkcijo f : R2 → R2,
za katero velja
f(v1x, v1y) = c1, f(v2x, v2y) = c2, f(v3x, v3y) = c3, (1.4)
kjer so c1, c2 in c3 izbrane vrednosti. Od sedaj naprej bomo ve£krat namesto
f(v1x, v1y) pisali kar f(v1). Za to£ko x ∈ [v1,v2,v3] lahko f deniramo kot
f(x, y) = f(x) = ϕ1(x)c1 + ϕ2(x)c2 + ϕ3(x)c3,
kjer so ϕ1(x), ϕ2(x) in ϕ3(x) baricentri£ne koordinate to£ke x izra£unane po formuli
(1.3). Na njih sedaj gledamo kot na funkcije to£ke x oziroma njenih koordinat. To
bomo po£eli tudi v nadaljevanju. Preverimo, £e za f veljajo pogoji (1.4):
f(v1) = ϕ1(v1)c1 + ϕ2(v1)c2 + ϕ3(v1)c3 = 1 · c1 + 0 · c2 + 0 · c3 = c1.
Enako bi lahko preverili, da veljata tudi ostala dva pogoja. Vidimo, da tako deni-
rana funkcija f res interpolira pogoje iz (1.4). Ker so ϕ1, ϕ2 in ϕ3 kot funkcije to£ke
x denirane tudi, £e x leºi zunaj trikotnika, je funkcija f denirana na celotnem R2.
Ker so funkcije ϕ1, ϕ2 in ϕ3 linearne funcije dveh spremenljivk, bo tudi funkcija f
linearna. Pri tem linearno funkcijo dveh spremenljivk razumemo kot funkcijo, katere
graf je ravnina. Funkcija l je torej linearna, £e je oblike l(x) = l(x, y) = ax+ by+ c,
a, b, c ∈ R. Graf funkcije f je ravnina, ki poteka skozi to£ke (v1x, v1y, c1), (v2x, v2y, c2)
in (v3x, v3y, c3). Poglejmo si konkreten primer uporabe zgornje interpolacije.
Primer 1.3. Radi bi poiskali funkcijo, za katero bo veljalo f(0, 0) = 1
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, f(1, 0) = 1
2
in f(0, 1) = 1
2
. Najprej moramo poiskati funkcije ϕ1, ϕ2 in ϕ3. Po formuli (1.3) so
te funkcije enake
ϕ1(x, y) = −x− y + 1, ϕ2(x, y) = x, ϕ3(x, y) = y.



























Slika 3: Graf funkcije f iz primera 1.3.
2 POSPLOENE BARICENTRINE
KOORDINATE
Na podoben na£in bi sedaj radi izrazili to£ke v poljubnih n-kotnikih kot konveksno
kombinacijo njihovih ogli²£. Recimo, da bi to radi naredili za ²tirikotnik. e posku-
simo zapisati podoben sistem kot v (1.2), bomo dobili sistem treh ena£b s ²tirimi
neznankami. Tak sistem ni enoli£no re²ljiv, zato bo izbir za koordinate ve£. Podobno
velja tudi za n-kotnike z ve£ kot ²tirimi ogli²£i. Izkazalo se bo tudi, da koordinate
ne bodo ve£ polinomske funkcije koordinat to£ke, kakor pri trikotniku, ampak ra-
cionalne. Podobno, kot smo lahko baricentri£ne koordinate v trikotniku uporabili
za interpolacijo funkcije dveh spremneljivk v treh to£kah, bomo posplo²ene baricen-
tri£ne koordinate lahko uporabili za interpolacijo v n to£kah. Za£nimo z denicijo
baricentri£nih koordinat za poljubne n-kotnike v ravnini.
Denicija 2.1 (Posplo²ene baricentri£ne koordinate). Naj bo P ⊂ R2 konveksen n-
kotnik z ogli²£i v1, v2, . . . , vn, n ≥ 3, s pozitivno orientacijo. V£asih ga bomo ozna-
£evali z [v1,v2, . . . ,vn]. Vsak nabor funkcij ϕi : P → R, i = 1, 2, . . . , n, bomo ime-
novali posplo²ene baricentri£ne koordinate glede na n-kotnik [v1,v2, . . . ,vn], £e
velja:
ϕi(x) ≥ 0, za vse x ∈ P in za i = 1, 2, . . . , n, (2.1)
n∑︂
i=1
ϕi(x) = 1 za vse x ∈ P, (2.2)
n∑︂
i=1
ϕi(x)vi = x za vse x ∈ P. (2.3)
Za n = 3 nam denicija natan£no dolo£a koordinate, ki so enake tistim, ki smo jih
izpeljali v uvodnem poglavju. Kot smo ºe omenili, za n ≥ 3 obstaja ve£ razli£nih
baricentri£nih koordinat, ki jih bomo spoznali v nadaljevanju poglavja. Sedaj si
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bomo ogledali nekaj osnovnih lastnosti vseh posplo²enih baricentri£nih koordinat za
konveksne n-kotnike, ki jih lahko izpeljemo iz zgornje denicije. Dokazane so v [2].
Pomagala nam bo naslednja trditev.
Trditev 2.1. Naj bodo ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn baricentri£ne koordinate glede na n-kotnik P
z ogli²£i v1,v2, . . . ,vn. e je f linearna funkcije dveh spremenljivk oblike
f(x, y) = ax+ by + c





Dokaz. Ker so ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn baricentri£ne koordinate, za njih velja formula (2.3).
e to formulo prepi²emo po komponentah, dobimo
n∑︂
i=1
ϕi(x, y)vix = x,
n∑︂
i=1
ϕi(x, y)viy = y. (2.5)






ϕi(x, y)f(vix, vix) =
n∑︂
i=1





















ax+ by + c = f(x, y) = f(x).
Enakost (∗) velja po (2.5) in po (2.2).
Potrebovali bomo ²e naslednjo lemo.
Lema 2.1. Naj bodo ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn baricentri£ne koordinate to£ke x glede na n-kotnik
P z ogli²£i v1,v2, . . . ,vn. Potem za poljubni to£ki a, b ∈ R2 velja
n∑︂
i=1
ϕi(x)A(vi,a, b) = A(x,a, b).
Dokaz. Naj bosta a = (ax, ay) in b = (bx, by) izbrani to£ki. e pokaºemo, da
je A(x,a, b) linearna funkcija dveh spremenljivk (koordinat to£ke x) potem lahko
uporabimo trditev 2.1 in enakost bo dokazana. Izra£unamo
A(x,a, b) =
⎡⎣1 1 1x ax bx
y ay by
⎤⎦ = axby − aybx + xby − ybx + xay − yax
= (ay + by)x+ (−ax − bx)y + axby − aybx.
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S pomo£jo leme 2.1 bomo lahko na²li zgornje in spodnje meje posplo²enih bari-
centri£nih koordinat. Imejmo poljuben n-kotnik P z ogli²£i v1,v2, . . . ,vn in bari-
centri£ne koordinate ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn. Za vsak i = 1, 2, . . . , n, bomo na²li taki funkciji
li, Li : P → R, da bo za vsak x ∈ P veljalo
li(x) ≤ ϕi(x) ≤ Li(x).
Izberimo i ∈ {1, 2, . . . , n} in x ∈ P . Obstaja tak j = 1, 2, . . . , n, da x leºi v





Neenakost velja zaradi pozitivnosti posplo²enih baricentri£nih koordinat (formula
(2.1)) in zaradi konveksnosti P ter njegove pozitivne orientacije (A(vi,vj,vj+1) ≥ 0,





Pozorni moramo biti, da se glede na izbiro i in x izraz na desni spreminja, saj
moramo v izrazu vzeti tisti j, da bo x leºal v trikotniku [vi,vj,vj+1]. Funkcija






Poskusimo ugotoviti kak²na je. Oglejmo si jo za ksen i na enem od trikotnikov
[vi,vj,vj+1]. e na Li gledamo kot na funkcijo dveh spremenljivk, torej koordinat
to£ke v, je ta funkcija linearna in njen graf je ravnina. Da bomo vedeli, kak²en je
njen graf, moramo izra£unati vrednost funkcije v treh to£kah. Na robovih trikotnika
hitro izra£unamo vrednosti, namre£
Li(vi) = 1, Li(vj) = 0, Li(vj+1) = 0.
Levi graf na sliki 4 predstavja graf funckije Li na trikotniku [vi,vj,vj+1]. e sesta-
vimo skupaj grafe nad vsemi trikotniki, dobimo graf Li na celotnem P . To je desni
graf na sliki 4. tevili 0 in 1 predstavljata vrednosti funkcije Li v izbranih to£kah.
Funkcija Li : P → R je torej kosoma linearna funkcija, ki je linearna na vsakem od
trikotnikov [vi,vj,vj+1] za j ̸= i, i− 1 in ima v vseh ogli²£ih n-kotnika P vrednost
0, razen v ogli²£u vi ima vrednost 1.
Poskusimo poiskati ²e spodnje meje baricentri£nih koordinat. Izberemo i ∈






Skoraj vsi sumandi v zgornji vsoti so negativni, saj je oreintacija trikotnika
[vk,vi+1,vi−1] negativna za k ̸= i − 1, i, i + 1 (P ima pozitivno orientacijo). Ker















Slika 4: Na levi je graf funkcije Li nad trikotnikom













Na²li smo spodnjo mejo baricentri£nih koordinat na trikotniku [vi−1,vi,vi+1]. Na
preostalem delu P pa jih lahko navzdol omejimo kar z 0, saj vemo, da so nenegativne.
Funkcija li : P → R, spodnja meja baricentri£nih koordinat, je torej kosoma linearna
funkcija, ki je enaka 0 na P \ [vi,vi+1,vi−1], na [vi,vi+1,vi−1] pa je linearna. Zanjo
velja, da je njena vrednost v vseh ogli²£ih n-kotnika P enaka 0, razen v ogli²£u vi









Slika 5: Graf funkcije li na P .
Dokazali smo naslednjo trditev.
Trditev 2.2. Naj bodo ϕ1, ϕ2, . . . ϕn baricentri£ne koordinate glede na konveksni n-
kotnik P z ogli²£i v1,v2, . . . ,vn in pozitivno orientacijo. Imejmo ²e funkcije li, Li :
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za x ∈ [vi−1,vi,vi+1],
0; za x ∈ P \ [vi−1,vi,vi+1].
Potem za vsak i = 1, 2, . . . , n in vsak x ∈ P velja
li(x) ≤ ϕ(x) ≤ Li(x).
Ker se zgornja in spodnja meja na robu n-kotnika P ujemata, kot posledico dobimo
naslednjo trditev.
Trditev 2.3. Naj bodo ϕ1, ϕ2, . . . ϕn baricentri£ne koordinate gleda na konveksni
n-kotnik P z ogli²£i v1,v2, . . . ,vn in pozitivno orientacijo. Potem za vsak i, j =
1, 2, . . . , n velja:
• ϕi(vj) = 1, £e i = j in ϕi(vj) = 0, £e i ̸= j,
• ϕi((1− µ)vj + µvj+1) = (1− µ)ϕi(vj) + µϕi(vj+1), 0 < µ < 1.
Prvi lastnosti bomo rekli Lagrangeeva lastnost, drugi pa linearnost na robu.
Povedano druga£e, funkcija ϕi je enaka 0 na vseh robovih P , razen na robu [vi−1,vi],
kjer linearno nara²£a od 0 proti 1 in na robu [vi,vi+1], kjer linearno pada od 1 proti
0. V izreku je pomembno, da govorimo samo o konveksnih n-kotnikih, saj veliko
sklepov v tem poglavju velja samo za njih. Direktna posledica te trditve je, da
zado²£a, £e baricentri£ne koordinate deniramo samo v notranjosti ve£kotnika P .
Notranjost ve£kotnika P bomo ozna£evali z int(P ), rob pa z ∂P .
Posledica 2.1. Naj bodo ϕ1, ϕ2, . . . ϕn : int(P ) → R zvezne funkcije, ki zado²£ajo
(2.1), (2.2) in (2.3) na int(P ), torej zvezne baricentri£ne koordinate, denirane samo
v notranjosti P . Potem lahko te funkcije zvezno raz²irimo do baricentri£nih koordi-
nat na celoten P .
Dokaz. Funkcije ϕi, ki so denirane na int(P ), raz²irimo na P tako, da jim na ∂P
priredimo iste vrednosti, kot jih imata na ∂P funkciji Li in li. Preverimo zveznost.
Naj bo x katerakoli to£ka na rabu ∂P in x1,x2, . . . katerokoli tako zaporedje to£k
iz int(P ), da velja limk→∞ xk = x. Za vsak k velja











Ker vemo da za x ∈ ∂P velja li(x) = Li(x), dobimo
lim
k→∞
ϕ(xk) = li(x) = Li(x).
O£itno je, da tako raz²irjene funkcije ϕi zado²£ajo pogojem (2.1), (2.2) in (2.3)
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2.1 Wachspressove koordinate
Eugene Wachspress je leta 1975 ugotovil, da za n-kotnik, kjer je n ≥ 4, ne moremo
najti polinomskih poslo²enih baricentri£nih koordinat, torej poslo²enih baricentri-
£nih kordinat, ki bi bile polinomske funkcije kartezi£nih koordinat to£ke znotraj
n-kotnika. Pokazal pa je, da jih lahko najdemo v razredu racionalnih funkcij.
Na koncu prej²njega poglavja smo ugotovili, kak²ne so posplo²ene baricentri£ne
koodrinate na robu izbranega n-kotnika. Ugotovili smo, da morajo biti kot funkcije
ene spremenljivke na robu linearne. Ker je Wachspress to vedel, je svoje poslo²ene
baricentri£ne koordinate deniral kot racionalne funkcije, ki se na robu n-kotnika
reducirajo v linearne polinome ene spremenljivke. Pri tem je uporabil naslednjo
ugotovitev.
Imejmo racionalno funkcijo dveh spremenljivk r(x) = r(x, y), ki je stopnje





kjer sta p in q polinoma dveh spremenljivk totalne stopnje m1 in m2. Recimo, da se
ravninski krivulji, podani z ena£bama p(x, y) = 0 in q(x, y) = 0, sekata v to£ki P .
Recimo ²e, da skozi P poteka tudi premica L, ki je podana s predpisom y(x) = ax+b
(slika 6). Na premici L je funkcija r ²e vedno racionalna vendar nanjo lahko gledamo
Slika 6: Princip kraj²anja.
kot na funkcijo ene spremenljivke, ki je v splo²nem ²e vedno stopnje (m1,m2), torej







Ker to£ka P (p1, p2) leºi na krivuljah, podanih z ena£bama p(x, y) = 0 in q(x, y) = 0,
velja tudi p̃(p1) = 0 in q̃(p1) = 0. To pa pomeni, da tako funkcija p̃ kot funkcija q̃
vsebujeta faktor (x− p1). Tako ugotovimo, da je r̃ stopnje najve£ (m1 − 1,m2 − 1),
saj se faktor (x− p1) pokraj²a. Podobo bi lahko sklepali, £e bi premica L potekala
skozi k prese£i²£ algebrai£nih krivulj p(x, y) = 0 in q(x, y) = 0. Takrat bi bila
stopnja r̃ najve£ (m1 − k,m2 − k). Tej ugotovitvi bomo rekli princip kraj²anja.
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Poglejmo si, kako je Wachspress konstruiral posplo²ene
baricentri£ne koordinate. Imejmo konveksen n-kotnik
P v ravnini R2 z ogli²£i v1,v2, . . .vn. Naj bodo lj
poljubni neni£elni linearni polinomi dveh spremenljivk,
ki so enaki 0 na premici, ki poteka skozi rob ej =
[vj,vj+1]. S pomo£jo lj deniramo polinome pi, ki so










Polinom pi je enak 0 na vseh robovih n-kotnika P razen na robovih, ki se dotikata











Zaradi konstante ki dobimo ϕi(vi) = 1. Imenovalec qn−3 je tak polinom dveh spre-
menljivk stopnje manj²e ali enake n− 3, da je enak 0 v vseh prese£i²£ih T i premic,
ki so nosilke stranic n-kotnika P . Tem prese£i²£om bomo rekli zunanja prese£i²£a
n-kotnika. Slika 7 prikazuje ta prese£i²£a za ²tirikotnik in petkotnik.
T 1




Slika 7: Zunaja prese£i²£a ²tirikotnika in petkotnika.
Poglejmo si, kak²na je funkcija ϕi na robu n-kotnika P . Zaradi denicije pi je
ϕi enaka 0 na vseh robovih P , razen na tistih dveh, ki se dotikata ogli²£a vi, torej
na ei−1 in ei. Zaradi principa kraj²anja je ϕi na robovih ei−1 in ei linearna kot
funkcija ene spremenljivke. Algebrai£na krivuja kipi(x, y) = 0 (imenovalec ϕi) je
unija premic, ki so nosilke robov n-kotnika P , razen nosilk robov ei−1 in ei. Alge-
brai£na krivulja qn−3(x, y) = 0 pa je krivulja, ki poteka skozi vsa zunanja prese£i²£a
n-kotnika. Ti dve krivulji imata n− 3 prese£i²£ z nosilko robu ei−1 in nosilko robu
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ei. To pa pomeni, da stopnja ²tevca ϕi na teh dveh robovih postane 1, stopnja ime-
novalca pa 0. Torej je ϕi na teh dveh robovih linearna funkcija. Ker je ϕi(vi) = 1
in je ϕi enaka 0 na vseh robovih P , razen ne tistih dveh, ki se dotikata ogli²£a vi,
za i, j = 1, 2, . . . , n in µ ∈ [0, 1] velja formula
ϕi((1− µ)vi + µvi+1) = (1− µ)ϕi(vi) + µϕi(vi+1).
Z uporabo te formule lahko izpeljemo lastnosti (2.2) in (2.3) za x ∈ ∂P . Poglejmo
izpeljavo druge izmed omenjenih lastnosti. Naj bo x ∈ ∂P . Recimo, da to£ka x leºi
na robu ek. Zapi²emo jo lahko kot x = (1− µ)vk + µvk+1 za µ ∈ [0, 1]. Ra£unamo:
n∑︂
i=1
ϕi(x)vi = ϕk(x)vk + ϕk+1(x)vk+1
= ϕk
(︁














(1− µ)ϕk+1(vk) + µϕk+1(vk+1)
)︁
vk+1
= (1− µ)vk + µvk+1 = x.
Pokazali smo, da na ∂P velja lastnost (2.3). Na podoben na£in bi lahko pokazali
tudi, da na ∂P velja lastnost (2.2). Iz tega pa sledi, da ti dve lastnosti veljata tudi na
celotnem P . Poglejmo si, kako to pokaºemo. Naj za ogli²£a vi velja vi = (vix, viy).
Za vsak x = (x, y) ∈ ∂P velja
n∑︂
i=1
ϕi(x, y)(vix, vix) = (x, y).
V prvi komponenti dobimo enakost
n∑︂
i=1



















kipi(x, y)vix = xqn−3(x, y).
Na levi in na desni strani imamo polinoma dveh spremenljivk, ki sta oba stopnje
n − 2. Ugotovili smo, da je polinom p(x, y) =
∑︁n
i=1 kipi(x, y)vix − xqn−3(x, y), ki
je prav tako stopnje n − 2, enak 0 na robu n-kotnika P . Naslednji izrek nam bo
pomagal dokazati, da je ta polinom potem enak 0 tudi na celotnem P .
Izrek 2.1. Naj bo p polinom dveh spremenljivk stopnje d z realnimi koecienti. Naj
bo L premica v ravnini R2 podana z ena£bo ax + by + c = 0. e obstaja ve£ kot d
to£k (x, y) na premici L, za katere velja p(x, y) = 0, potem obstaja polinom k, da
velja
p(x, y) = (ax+ by + c)k(x, y).
12
Izrek je dokazan v [7]. Po zgornjem izreku bi polinom p moral imeti n razli£nih
linearnih faktorjev (faktorjev oblike ax + by + c), saj je enak 0 na n robovih P .
Ker pa je stopnja polinoma p enaka n − 2, iz tega sledi, da mora p biti ni£elni
polinom. To pa pomeni, da enakost (2.7) velja za vsak (x, y) ∈ P . Enako bi lahko
pokazali za drugo komponento. Dokazali smo, da lastnost (2.3) velja na celotnem
P . Podobno bi lahko sklepali tudi za lastnost (2.1). e primerno izberemo funkcije
li, bodo funkcije ϕi tudi pozitivne na celotnem P . Funkcije ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn, denirane
s formulo (2.8), so torej posplo²ene baricentri£ne koordinate.
2.1.1 Wachspessove koordinate s plo²£inami trikotnikov
V prej²njem poglavju smo spoznali, kako je Wachspress na univerzalen na£in kon-
struiral celo druºino posplo²enih baricentri£nih koordinat. Poglejmo si sedaj kon-
kreten primer Wachspressovih koordinat, izraºenih s plo²£inami trikotnikov. Te
koordinate je zapisal Mark Meyer leta 2002.
V ravnini R2 imejmo konveksni n-kotnik P z
ogli²£i v1,v2, . . . ,vn in pozitivno orientacijo.
Deniramo plo²£ine
Ai = Ai(x) = A(x,vi,vi+1)
Ci = A(vi−1,vi,vi+1).














Slika 8: Notacija pri
Wachspressovih koordinatah.
Koordinate so pozitivne na P , za njih pa o£itno velja tudi formula (2.2). Tako
denirane funkcije bodo posplo²ene baricentri£ne koordinate, £e za njih velja ²e
formula (2.3). Poglejmo si, kako to dokaºemo. To£ko x ∈ P lahko izrazimo kot











Enakost lahko preuredimo in dobimo
Ci
Ai−1Ai














(vi − x) = 0
n∑︂
i=1












Dokazali smo, da za funkcije denirane v (2.8) velja (2.3). Torej so to posplo²ene
baricentri£ne koordinate.
Koordinate, denirane po tej formuli, imajo eno slabo lastnost: niso denirane
za to£ke, ki leºijo na robovih ve£kotnika (Ai(x) = 0, £e x leºi na robu ei). Zaradi
posledice 2.1, pa to ni teºava, saj vemo, kako se te koordinate zvezno raz²irijo na
rob ve£kotnika. Kljub temu pa lahko formulo (2.8) preuredimo in dobimo formulo,
ki je dobro denirana tudi na robovih ve£kotnika. Leta 1989 sta jo zapisala Loop in
DeRose. Iz tega zapisa se bo tudi bolje videlo, da so to Wachspressove koordinate,
ki smo jih denirali na za£etku poglavja (formula (2.6)). e funkcije wi pomnoºimo









Ta formula je dobro denirana tudi za x ∈ ∂P , vendar je z vidika numeri£nega
ra£unanja bolj zapletna kot formula (2.8).
Pri tem zapisu je bolj jasno, da so to Wachspressove koordinate, kot smo jih
denirali v (2.6). Izbrati moramo ki = Ci, li(x) = Ai(x) in qn−3(x) =
∑︁n
i=1wi(x).
Funkcija Ai je res linearni polinom dveh spremenljivk, ki je enak 0 na nosilki robu
ei. Premisliti moramo samo ²e, da je polinom
∑︁n
i=1wi(x) stopnje ≤ n − 3. Po
deniciji wi je stopnja tega polinoma gotovo ≤ n−2. Recimo, da je njegova stopnja







Stopnja polinoma na desni je enaka n − 1. Torej bi moral polinom na levi tudi
biti stopnje n − 1. To pa ni mogo£e. Tako smo ugotovili, da je stopnja polinoma∑︁n
i=1wi(x) manj²a od n− 2.
2.1.2 Wachspressove koordinate z razdaljami do robov
Wachspressove koordinatle lahko izrazimo tudi s pomo£jo razdalj to£ke x ∈ P do
stranic ve£kotnika. To obliko je leta 2007 uporabil Joe Warren. Tako denirane
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koordinate so primerne tudi za posplo²itev v vi²je dimenzije. Naj bo ni zunanja
enotska normala na rob ei. Denirajmo ²e hi(x) kot razdaljo to£ke x ∈ P do robu
ei, torej
hi(x) = (vi − x) · ni
= (vi−1 − x) · ni.
Poskusimo sedaj plo²£ine Ai(x) in Ci iz for-









V teh enakostih je βi notranji kot n-kotnika pri
ogli²£u vi. Enakosti uporabimo v funkcijah wi









Slika 9: Razdalji hi in hi+1 ter






sin βi∥vi − vi−1∥∥vi+1 − vi∥
1
2








Vektorski produkt v zgornjem izrazu je planarni vektorski produkt (tretja kompo-









2.2 Interpolacija s posplo²enimi baricentri£nimi
koordinatamai
V uvodnem poglavju smo s pomo£jo baricentri£nih koordinat v trikotniku interpoli-
rali funkcijo dveh spremenljivk v treh to£kah. Poglejmo si, kako s pomo£jo posplo²e-
nih baricentri£nih koordinat interpoliramo funkcijo v n to£kah. Naj bo g : R2 → R
funkcija dveh spremenljivk, katere vrednost poznamo v to£kah v1,v2, . . . ,vn, ki
so ogli²£a konveksnega ve£kotnika P s pozitivno orientacijo. I²£emo tako funkcijo





kjer so ϕi baricentri£ne koordinate glede na P . Zaradi trditve 2.3 (Lagrangeeeva
lastnost) je jasno, da za funkcijo f velja f(vi) = g(vi). Funkcija f pa ima ²e nekaj
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drugih lepih lastnosti. Poglejmo si kak²ne so vrednosti funkcije za to£ke, ki leºijo
na robu ve£kotnika P . Naj velja x = (1 − µ)vj + µvj+1 za nek j = 1, 2, . . . , n in




ϕi((1− µ)vj + µvj+1)g(vi)
= ϕj((1− µ)vj + µvj+1)g(vj) + ϕj+1((1− µ)vj + µvj+1)g(vj+1)
= (1− µ)g(vj) + µg(vj+1).
Enakost med drugo in tretjo vrstico dobimo zaradi trditve 2.3. Vidimo, da na robu
P funkcija f linearno interpolira vrednosti g(vi). Neglede na izbiro baricentri£nih
koordinat, bo f na robovih P vedno odsekoma linearna funkcija.
Zaradi trditve 2.1 pa velja tudi naslednje: e je g linearna funkcija potem je
f = g na P .
Primer 2.1. Uporabimo funkcijo f iz formule (2.10) za interpolacijo vrednosti
funkcije g v ogli²£ih petkotnika [v1,v2,v3,v4,v5]. Izberemo v1(−1,−1), v2(1,−1),
v3(2, 1), v4(0, 3) in v5(−2, 1). Na sliki 10 je graf funkcije f , £e za g velja
(i) g(v1) = 1, g(v2) = 2, g(v3) = 1, g(v4) = 2, g(v5) = 12 ,
(ii) g, g(v1) = 1, g(v2) = 1, g(v3) = 2, g(v4) = 3, g(v5) = 2.











Slika 10: Interpolacija funkcije v ogli²£ih petkotnika za vrednosti iz primera 2.1.
2.3 Koordinate povpre£ne vrednosti
V tem poglavju bomo spoznali ²e en tip posplo²enih baricentri£nih koordinate, ki
imajo zelo pomembno prednost pred Wachspressovimi koordinatimi: dobro so deni-
rane tudi znotraj nekonveksnih ve£kotnikov. Poglejmo si, kaj se zgodi, £e posku²amo
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Slika 11: Nekonveksni ²tirikotnik.
Poskusimo izra£unati vrednost polinoma∑︁4
i=1wi(x), ki nastopa v imenovalcu formule,
v to£kah x = x1 in x = x2. Dobimo,
w1(x1) = C1A2(x1)A3(x1)
= C1A(x1,v2,v3)A(x1,v3,v4) = 0,
w2(x1) = C2A3(x1)A4(x1) = 0,
w3(x1) = C3A4(x1)A1(x1) = 0,
w4(x1) = C4A3(x1)A2(x1) = 0.
Podobno velja tudi wi(x2) = 0 za i = 1, 2, 3, 4. Ugotovili smo: £e na
∑︁4
i=1wi(x)
gledamo kot na polinom dveh spremenljivk, je to polinom, ki je enak 0 v to£kah
x1 in x2. Na koncu poglavja 2.1.1 smo ugotovili, da mora biti ta polinom stopnje
najve£ 1. To pa pomeni, da je ta polinom gotovo enak 0 tudi za vse to£ke, ki leºijo
na premici skozi x1 in x2. Wachspressove koordinate za ta n-kotnik imajo torej pole
na tej premici. To vidimo tudi, £e poskusimo narisati graf ene izmed koordinat nad
tem ²tirikotnikom (slika 12).
Slika 12: Graf ene izmed Wachspressovih koordinat
nad nekonveksnim ²tirikotnikom.
V resnici za poljubne n-kotnike velja, da imajo Wachspressove koordinate pole
na krivulji, ki poteka skozi tako imenovana zunaja prese£i²£a n-kotnika, ki jih po-
nazarja slika 7. To je razvidno tudi iz najbolj splo²ne denicje Wachspresoovih
koordinat z za£etka poglavja (formula (2.8)). V tej formuli je v imenovalcu poli-
nom
∑︁n
i=1 qn−3. Algebrai£na krivulja qn−3(x) = 0 poteka ravno skozi vsa zunaja
prese£i²£a n-kotnika. Za konveksne n-kotnike je ta krivulja vedno zunaj n-kotnika,
za nekonveksne, kot je zgornji, pa poteka tudi znotraj. Tako ugotovimo, da imajo
Wachspressove koordinate za nekonveksne n-kotnike pole znotraj le teh. Prav tako
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so Wachspresove koordinate lahko negativne znotraj nekonveksnih n-kotnikov. Mo-
dra krivulja na naslednjih dveh slikah predstavlja pole Wachspresoovih koordinat za
nekonveksni ²trikotnik in nekonveksni petkotnik.
Slika 13: Lokacija polov Wachspressovih koordinat za nekonveksni ²tirikotnik in
petkotnik.
Ta problem re²ijo koordinate povpre£ne vrednosti. Te so danes ²e najbolj raz²ir-
jene izmed vseh posplo²enih baricentri£nih koordinat. Imejmo n-kotnik P z ogli²£i










Koti αi = αi(x) so koti med vektorjema
vi − x in vi+1 − x. Ti koti so negativni, £e
kot od vektorja vi − x k vektorju vi+1 − x
poteka v negativni smeri (v smeri urinega
kazalca). To je pomembno pri nekonveksnih
ve£kotnikih. Pomembno je tudi, da oznake
ogli²£ razumemo cikli£no. Velja vn+1 = vi







Slika 14: Notacija pri
koordinatah povpre£ne
vrednosti.
O£itno je, da se koordinate se²tejejo v 1 za vsak x ∈ P . e ho£emo, da so to
posplo²ene baricentri£ne koordinate, moramo pokazati, da za njih velja ²e pogoj
(2.3). Zadostuje pokazati, da za funkcije wi velja
∑︁n






Izrazimo jih v polarnih koordinatah kot ei = (cos θi, sin θi), kjer za kote θi velja
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αi = θi+1− θi. Sedaj uporabimo dejstvo, da je integral enotske normale (cos θ, sin θ)


















(cos θi, sin θi) +
sin(θ − θi)
sinαi































Pokaºimo ²e, da velja trigonometri£na enakost, ki smo jo uporabili med drugo in
tretjo vrstico zgornje izpeljave. V izrazu znotraj integrala v tretji vrstici uporabimo
adicijski izrek za sinus
sin θi+1 cos θ − cos θi+1 sin θ
sin θi+1 cos θi − cos θi+1 sin θi
(cos θi, sin θi)+
+
sin θ cos θi − cos θ sin θi
sin θi+1 cos θi − cos θi+1 sin θi
(cos θi+1, sin θi+1)
=
(︂cos θ(sin θi+1 cos θi − cos θi+1 sin θi)
sin θi+1 cos θi − cos θi+1 sin θi
,
sin θ(sin θi+1 cos θi − cos θi+1 sin θi)
sin θi+1 cos θi − cos θi+1 sin θi
)︂
= (cos θ, sin θ).
Dokazali smo, da za koordinate povpre£ne vrednosti velja formula (2.3). Premi-
slimo sedaj, kako je s pozitivnostjo funkcij wi. e to£ka x leºi znotraj konveksnega
ve£kotnika P , potem velja 0 ≤ αi(x) ≤ π za vsak x ∈ P in za vsak i = 1, 2, . . . , n.
To pa pomeni, da so funkcije wi pozitivne znotraj P , torej so pozitivne tudi koordi-
nate povpre£ne vrednosti. e pa imamo nekonveksni ve£kotnik P , potem so koti
αi(x) lahko tudi negativni za dolo£ene x ∈ P in i = 1, 2, . . . , n (upo²tevati moramo
orientacijo kota). To pa pomeni, da so v nekaterih primerih tudi funkcije wi lahko
negativne.
Primer takega ve£kotnika je prikazan na sliki 15. Za konkretno to£ko x0, ki je
znoraj ve£kotnika, velja wj(x0) ≤ 0. To velja, ker je kot αj po absolutni vrednosti
ve£ji od kota αj−1, vendar je zaradi orientacije negativen. Tako smo ugotovili,
da so lahko za dolo£ene nekonveksne ve£kotnike funkcije wi nekje negativne. To
pa pomeni, da so zaradi tega lahko tudi funkcije ϕi negativne in da bi potencilno,
podobno kot v primeru Wachspressovih koordinat, obstajale to£ke, kjer bi te funkcije
imele pole, saj bi lahko veljalo
∑︁n
i=1wi(x) = 0. Izkaºe se, da se slednje ne zgodi,
kar je bil tudi glavni razlog za vpeljavo koordinat povpre£ne vrednosti. Preden
bomo lahko to lastnost dokazali, bomo potrebovali naslednjo lemo oziroma njeno




x0 modri kot: αj
rde£i kot: αj−1
Slika 15: Kota αj in αj−1 za nekonveksni ve£kotnik.
Lema 2.2. V ravnini R2 imejmo ve£kotnik P z ogli²£i v1,v2, . . . ,vn in njemu pri-
padaj£e funkcije w1, w2, . . . wn, ki jih dobimo po formuli (2.11). Na robu [vj,vj+1]
dodamo to£ko v̂ tako, da velja v̂ = (1−µ)vj+µvj+1, za µ ∈ [0, 1]. Dobimo ve£kotnik
P̂ , kateremu pripadajo funkcije ŵ1, ŵ2, . . . , ŵj, ŵ, ŵj+1, . . . , ŵn. e tako dopolnimo
ve£kotnik P , potem je
wj = ŵj + (1− µ)ŵ,
wj+1 = ŵj+1 + µŵ,
wi = ŵi za i ̸= j, j + 1.
Dokaz. Enakost wi = ŵi za i ̸= j, j + 1,
velja, ker so funkcije wi pri koordina-
tah povpre£ne vrednosti odvisne samo od
treh ogli²£ ve£kotnika (od ogli²£ vi−1,vi in
vi+1). Preostale tri funcije, ki pripadajo
















ri = ∥vi − x∥,














tevili (1− µ) in µ lahko zapi²emo kot razmerja plo²£in, namre£












Te enakosti lahko uporabimo, da poenostavimo izraz ŵj + (1− µ)ŵ,
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(︂sin α̂1 + sin α̂2 + sinαj











































































Med poenostavljanjem smo ve£krat uporabili adicjiska izreka za sinus in kosinus, saj
velja αj = α̂1+ α̂2. Na podoben na£in bi lahko ugotovili tudi, da se izraz ŵj+1+µŵ
poenostavi v wj+1.
Posledica 2.2. e n-kotnik P dopolnimo do (n+ 1)-kotnika P̂ tako, da dodamo ²e





Posledico bomo uporbili pri dokazu naslednjega izreka, ki nam bo povedal, da ko-
ordinate povpre£nih vrednoti nimajo polov.
Izrek 2.2. Naj bo P poljuben pozitivno orientiran ve£ko-
tnik v ravnini R2 (ne nujno konveksen). Potem za vsak
x /∈ ∂P velja, da je vsota
∑︁n
i=1w(x) neni£elna, pri £emer
so wi funkcije iz (2.11).
Dokaz. Naj bo P poljuben ve£kotnik v ravnini R2, ki
ima ogli²£a v1,v2, . . . ,vn in x to£ka znotraj tega ve£ko-
tnika. Iz to£ke x potegnemo daljice do vseh ogli²£ vi
in ve£kotniku dodamo vsa prese£i²£a teh daljic z robovi
ve£kotnika. Tako dobimo ve£kotnik P̂ , ki je dopolnjena
razli£ica ve£kotnika P . Po posledici 2.2 velja, da pri tem
vsota funkcij wi ostane nespremenjena. Daljice, ki po-
vezujejo x z ogli²£i, tvorijo radialne sektorje in vsak od
robov [v̂i, v̂i+1] leºi v to£no enem od teh radialnih sektor-








Slika 17: Vstopni in
izstopni robovi.
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e se premikamo iz to£ke x po radialnem sektorju in pri prehodu £ez rob izstopimo
iz ve£kotnika, potem bo ta rob izstopni (polna £rta), £e pa vstopimo v ve£kotnik,













Zaradi orinetacije kota αi je ta vrednost pozitivna za izstopne robove in negativna za
vstopne robove. Vrednost κi je enaka 0, £e v̂i, v̂i+1 in x vsi leºijo na isti daljici. Naj
bo êi poljuben vstopni rob. Zanj obstaja izstopni rob êj, ki leºi v istem radialnem
sektorju in je bliºje to£ki x. Ker velja rj ≤ ri+1 ter rj+1 ≤ ri in je vsaj ena od teh




i=1 κi > 0, saj se vsaka negativna vrednost κi, ki jo dobimo za vstopni
rob, od²teje od pripadajo£e pozitivne vrednosti κj, ki pripada izstopnemu robu.
Vsoto
∑︁n


















Na podoben na£in lahko ugotovimo, da za to£ke x, ki leºijo zunaj ve£kotnika P ,
velja
∑︁n
i=1 wi(x) < 0.
Pri deniciji koordinat povpre£ne vrednosti s formulo (2.11) imamo ²e eno teºavo.
Ta formula ni denirana za to£ke x, ki leºijo na robovih ve£kotnika. Radi bi videli,
da imajo koordinate povpre£ne vrednosti zvezno raz²iritev na rob ve£kotnika in da
za x ∈ ∂P velja: za vsak i, j = 1, 2, . . . , n je
ϕi(vj) = δi,j in
ϕi((1− µ)vj + µvj+1) = (1− µ)δi,j + µδi,j+1, 0 < µ < 1 , kjer je
δi,j =
{︄
1 ; i = j
0 ; sicer
Torej, da veljata Lagrangeeva lastnost in linearnost na robu. Pri konveksnih ve£ko-
tnikih se lahko skli£emo na posledico 2.1. Dokaz, da to velja za poljubne ve£kotnike,
pa se nahaja v [5].
Izrek 2.3. Naj bo v̂ = (1 − µ)vj + µvj+1, 0 < µ < 1 to£ka, ki leºi na robu ej.
Koordinate povpre£ne vrednosti ϕi v to£ki v̂ konvergirajo k (1− µ)δi,j + µδi,j+1.
Dokaz. Naj bo Dϵ = {x ∈ R2; ||x − v̂|| < ϵ} tak odprt disk okoli v̂, da ne vsebuje
ogli²£ vj in vj+1 ter nima skupnih to£k z nobenim od robov ve£kotnika razen z ej
(glej sliko 18). Vrednosti wi(x) iz formule (2.11) so za i ̸= j, j+1 denirane za vsak
x ∈ Dϵ. Funkciji wj in wj+1 pa imata pole za x ∈ D ∩ ej. Polov se zebimo tako,
da deniramo malo druga£ne funkcije w̃i = wiAj, kjer Aj(x) = A(x,vj,vj+1). Za
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i ̸= j, j + 1 te funkcije ²e vedno nimajo polov na Dϵ, za njih pa velja w̃i(v̂) = 0. Za






























tan(αj+1/2) sinαj + (1− cosαj)
)︂
.
Funkciji w̃j in w̃j+1 sta denirani (nimata polov) na celotnem Dϵ, tudi na Dϵ ∩ ej.
Natan£neje velja sin(αj(v̂)) = 0 in cos(αj(v̂)) = −1 in zaradi tega
w̃j(v̂) = rj+1(v̂) = (1− µ)||vj+1 − vj||,
w̃j+1(v̂) = rj(v̂) = µ||vj+1 − vj||.
e po formuli (2.11) iz funkcij w̃i naredimo funkcije ϕ̃i, potem se te funkcije ujemajo
s funkcijami ϕi, saj se faktor Aj pokraj²a. Za vsak x ∈ Dϵ \ ej velja ϕĩ(x) = ϕi(x).
Prednost funkcij ϕĩ je ta, da so vse denirane na celotnem Dϵ, tudi na ej. Limito
funkcij ϕi v to£ki v̂ lahko izra£unamo s pomo£jo funkcij ϕĩ, namre£
lim
x→v̂




(1− µ)||vj+1 − vj||
(1− µ)||vj+1 − vj||+ µ||vj+1 − vj||
=
(1− µ)||vj+1 − vj||







ϕi(x) = 0 za i ̸= j, j + 1.
Zgornje limite lahko izra£unamo, ker so ϕ̃i analiti£ne funkcije in zato zvezne na Dϵ.
Bolj kompaktno lahko te tri ugotovitve zapi²emo kot
lim
x→v̂
ϕi(x) = (1− µ)δi,j + µδi,j+1.
Dokazali smo linearnost na robu za poljubne ve£kotnika. Ostane ²e, da dokaºemo
Lagrengeevo lastnost.
Izrek 2.4. Koordinate povpre£ne vrednosti ϕi v to£ki vj konvergirajo k δi,j.
Dokaz. Naj bo Dϵ odprt disk okoli vj, ki seka samo robova ej−1 in ej. Disk Dϵ
razpade na dve odprti mnoºici D+ϵ in D
−
ϵ (glej sliko 18). Izberemo dovolj majhen















Slika 18: Notacija pri dokazu izreka 2.3 (levo) in izreka 2.4 (desno).













Izrek bo dokazan, £e nam use dokazati, da za i ̸= j kvocient wi(x)/wj(x) konvergira







sin((αi−1 + αi)/2) cos(αj−1/2) cos(αj/2)





Velja limx→vj rj(x) = 0 in limx→vj ri(x) = ||vi − vj|| > 0. e nam uspe pokazati,
da je za i ̸= j limita limx→vj Ri,j kon£na, bo izrek dokazan. Ker je ²tevec Ri,j po
absolutni vrednosti gotovo omejen z 1, moramo pokazati, da je limita imenovalca
razli£na od 0. Za funkcije cos(αi/2) velja:
lim
x→vj
cos(αi(x)/2) = 0 za i = j, j − 1, (2.12)
lim
x→vj
cos(αi(x)/2) ̸= 0 za i ̸= j, j − 1. (2.13)
Zanima nas ²e, kako se obna²a limx→vj sin((αj−1(x)− αj(x))/2). Pogledamo si ²ti-
rikotnik [vj+1,x,vj−1,vj ]. Ko se s to£ko x bliºamo vj, gresta kota, ki v ²tirikotniku
leºita pri ogli²£ih vj−1 in vj, proti 0. Zaradi tega gre vsota αj−1(x) + αj(x) proti
2π − β za x ∈ D−ϵ in proti β za x ∈ D+ϵ (glej sliko 18). Ta ugotovitev ter (2.12) in
(2.13) na povesta, da je limita imenovalca kvocienta Ri,j za j ̸= j − 1, j + 1 gotovo
razli£na od 0, ne glede na to iz, katere smeri se pribliºujemo to£ki vj. To pomeni,
da je limx→vj(wi(x)/wj(x)) = 0 za j ̸= j − 1, j + 1. Poglejmo si ²e primer, ko je
i = j − 1. Takrat dobimo
Rj−1,j =
sin((αj−2 + αj−1)/2) cos(αj/2)
sin((αj−1 + αj)/2) cos(αj−2)
.
tevec je spet po absolutni vrednosti omejen z 1, imenovalec pa ima, enako kot prej,
razli£ni neni£elni limiti, ne glede na to, iz katere smeri se pribliºujemo vj. Kljub
temu v obeh primerih dobimo limx→vj(wj−1(x)/wj(x)) = 0. Podobno velja tudi za
Rj+1,j in limx→vj(wj+1(x)/wj(x)).
Zaradi dobljenih rezultatov lahko sedaj natan£neje deniramo koordinate pov-
pre£ne vrednosti za poljubne ve£kotnike. Denirali jih bomo kot funkcije na celotni
ravnini R2. Kasneje bomo povzeli vse njihove lastnosti.
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Denicija 2.2. Naj bo P poljuben ve£kotnik z ogli²£i v1,v2, . . . ,vn. Funkcije ϕi :





, za x /∈ ∂P,
(1− µ)δi,j + µδi,j+1, za x = (1− µ)vj + µvj+1 ∈ ej,
δi,j, za x = vj,
(2.14)
so koordinate povpre£ne vrednosti za ve£kotnik P .
Za koordinate povpre£ne vrednosti veljajo naslednje lastnosti:
(1) Se²tejejo se v 1:
∑︁n
i=1 ϕi = 1.
(2) Baricentri£nost:
∑︁n
i=1 ϕi(x)vi = x za vsak x ∈ R.
(3) Ana natan£nost:
∑︁n
i=1 ϕi(x)Ψ(vi) = Ψ(x) za vsak x ∈ R in za poljubno
ano funkcijo Ψ : R2 → Rd, d ∈ N.
(4) Gladkost: funkcije ϕi so C∞ povsod razen v ogli²£ih ve£kotnika, kjer so C0.
(5) Lagrangeeva lastnost: ϕi(vj) = δi,j.
(6) Na robovih ve£kotnika so funkcije ϕi linearne.
(7) Obstajajo ve£kotniki, za katere funkcije ϕi niso pozitivne povsod znotraj ve£-
kotnika.
Vse te lastnosti so nam ºe znane, razen lastnosti (3). Poglejmo si kako to doka-
ºemo. Naj bo Ψ : R2 → Rd, d ∈ N ana preslikava oklike Ψ(x) = Ax+ b, kjer je A

























Ax+ b = Ψ(x).
Enakost (∗) velja zaradi lastnosti (2) in (1).
V [3] je zapisana tudi alternativna oblika formule za koordinate povpre£ne vre-
dnosti, ki je denirana tudi za to£ke na robu ve£kotnika. Namesto funkcij wi v
formuli (2.11) lahko uporabimo funkcije
wi =
√︁




rjrj+1 + dj · dj+1,
kjer je di = vi − x. S to formulo znotraj in na robu ve£kotnika dobimo enake
vrednosti kot pri deniciji iz 2.2. Zunaj ve£kotnika pa se vrednosti ne ujemajo.
Izpeljava alternativne oblike lahko najdemo v [1].
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2.4 Nivojski graWachspressovih koordinat in koordinat pov-
pre£ne vrednosti
Poskusimo sedaj implementirati Wachspressove koordinate in koordinate povpre£ne
vrednosti in si ogledati njihove grafe za nekaj konveksnih in nekonveksnih ve£ko-
tnikov. Za implementacijo Wachspressovih koordinat bomo uporabili formulo (2.9),
za implementacijo koordinat povpre£ne vrednosti pa bomo uporabili formulo (2.11).




, cos(αi) = ei · ei+1, sin(αi) = ei × ei+1.
Na slikah 19 in 20 lahko vidimo barvne nivojske grafe Wachspressovih koordinat
in koordinat povpre£ne vrednosti za konveksni in nekonveksni ²tirikotnik in pet-
kotnik. Gra bodo vedno prikazovali graf koordinate, ki se navezuje na ogli²£e,
ozna£eno s £rno piko. Pik£asta £rta ozna£uje nivojnico z = 0.
Slika 19: Nivojski graf Wachspressovih koordinat in koordinat povpre£ne vrednosti.
Na grah 19 in 20 vidimo, kako se pri Wachspressovih koordinatah na dolo£enih
delih za£nejo barve hitro in nenavadno spreminjati. To se za£ne dogajati v bliºini
polov Wachspressovih koordinat, o katerih smo govorili ºe prej (slika 7). Vidimo
tudi, da za konveksne ve£kotnike poli leºijo znotraj le teh. Pri koordinatah pov-
pre£ne vrednosti pa nimamo polov tako pri konveksnih kot tudi pri nekonveksnih
ve£kotnikih. Prej smo omenjali, da so koordinate povpre£ne vrednosti lahko ne-
gativne znotaj nekonveksnega ve£kotnika, vendar v nobenem od zgornjih primerov
ni tako. Poglejmo si ²e primer, kjer vidimo, da so koordinate povpre£ne vrednosti
lahko negativne.
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(i) Wachspressove koordinate (ii) koordinate povpre£ne vrednosti
Slika 20: Nivojski graf Wachspressovih koordinat in koordinat povpre£ne vrednosti.
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Slika 21 prikazuje graf koordinate povpre£ne vrednosti, ki se navezuje na ogli²£e,
ozna£eno s £rno piko. Vidimo, da je ta koordinata povpre£ne vrednosti negativna
na desni strani lika. Pik£asta £rta ozna£uje nivojnico z = 0.
Slika 21: Negativnost koordinate povpre£ne vrednosti na nekonveksnem 7-kotniku.
2.5 Splo²na konstrukcija posplo²enih baricentri£nih koordi-
nat
Znano nam je, da obstaja ve£ posplo²enih baricentri£nih koordinat. V tem poglavju
si bomo ogledali, kako lahko konstruiramo celo druºino gladkih baricentri£nih koordi-
nat za konveksne ve£kotnike. Imejmo konveksen n-kotnik P z ogli²£i v1,v2, . . . ,vn.
Spomnimo se, da je zaradi izreka 2.1 dovolj, £e koordinate deniramo samo v no-






kjer so w1, w2, . . . , wn : int(P ) → R poljubne funkcije. S tem zagotovimo, da za ϕi
velja pogoj (2.2). e za funkcije wi velja ²e
n∑︂
i=1
wi(x)(vi − x) = 0 in (2.16)
wi(x) > 0 za vse x ∈ P in i = 1, 2, . . . , n,
potem to pomeni, da ϕi zadostujejo ²e pogojema (2.3) in (2.1) in so po deniciji
posplo²ene baricentri£ne koordinate. elimo najti funkcije wi, ki zado²£ajo pogoju
(2.16). Takim funkcijam bomo rekli homogene koordinate. Pri izraºavah v tem
poglavju bomo potrebovali naslednje tri predzna£ene plo²£ine:
Ai(x) = A(x,vi,vi+1), Bi(x) = A(x,vi−1,vi+1), Ci = A(vi−1,vi,vi+1).
Zanje velja
Ai−1(x) + Ai(x)−Bi(x) = Ci.
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Zaradi konveksnosti P velja Ai(x) > 0 za vsak x, ki leºi znotraj P in tudi Ci > 0.
Predznak Bi(x) pa je odvisen od tega, na kateri strani daljice [vi−1,vi+1] leºi x.
Trditev 2.4. Naj bodo c1, c2, . . . cn : int(P ) → R poljubne funkcije. Potem so
funkcije
wi =
ci+1Ai−1 − ciBi + ci−1Ai
Ai−1Ai
(2.17)
homogene koordinate, torej izpolnjujejo pogoj (2.16).
Dokaz. Naj bo x ∈ int(P ). To£ko x lahko zapi²emo z baricentri£nimi koordinatami











Ena£bo pomnoºimo s Ci in uporabimo enakost (2.5), nato pa obe strani delimo z
Ai−1(x)Ai(x). Dobimo
Ai(x)(vi−1 − x)−Bi(x)(vi − x) + Ai−1(x)(vi+1 − x) = 0
(vi−1 − x)
Ai−1(x)




















To vsoto lahko razdelimo na ve£ vsot in pri posameznih vsotah zamenjamo indekse,
tako da dobimo £lene, ki vsebujejo (vi − x). Pri teh vsotah se²tevamo po ogli²£ih
ve£kotnika in upo²tevamo v0 = vn ter vn+1 = vi. Dobimo∑︂ ci(x)(vi−1 − x)
Ai−1(x)
−
∑︂ ci(x)Bi(vi − x)
Ai−1(x)Ai(x)
+
∑︂ ci(x)(vi+1 − x)
Ai(x)
= 0∑︂ ci+1(x)(vi − x)
Ai(x)
−
∑︂ ci(x)Bi(vi − x)
Ai−1(x)Ai(x)
+
∑︂ ci−1(x)(vi − x)
Ai−1(x)
= 0∑︂ ci+1(x)Ai−1(x)− ci(x)Bi(x) + ci−1(x)Ai(x)
Ai−1(x)Ai(x)
(vi − x) = 0.
Dokazali smo, da velja
∑︁n
i=1 wi(vi − x) = 0.
Poglejmo kak²no druºino homogenih koordinat dobimo, £e v formuli (2.17) za
funkcije ci vzamemo
ci(x) = ∥x− vi∥p = ri(x)p.








, i = 1, 2, . . . , n
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Za funkcije ϕi,p gotovo veljata lastnosti (2.1) in (2.3). Ni pa nujno, da so ϕi,p bari-
centri£ne koordinate za vsak p, saj ni nujno, da so pozitivne na P . Poglejmo si, kaj





Funkcije ϕi,0 so torej Wachspressove koordinate. Podobno lahko ugotovimo, da so













kjer je αi kot iz slike 14. Ugotovimo, da je
wi,1 =
































Faktor 2 se pri normalizaciji pokraj²a. Kaj pa, £e vzamemo p = 2? Z uporabo
trigonometrije lahko ugotovimo, da velja wi,2 = 2(cot γi + cot βi−1), kjer je βi−1
kot v trikotniku [x,vi−1,vi] pri ogli²£u vi−1 in je γi kot v trikotniku [x,vi,vi+1]
pri ogli²£u vi+1. Iz teh homogenih koordinat z normalizacijo dobimo tako imeno-
vane diskretne harmoni£ne koordinate. Izkaºe se, da so te koordinate, za razliko od
Wachspressovih koordinat in koordinat povpre£ne vrednosti, le redko pozitivne zno-
traj konveksnih ve£kotnikov. Torej so diskretne harmoni£ne koordinate le v redkih
primerih baricentri£ne koordinate. Znano je, da £e so diskretne harmoni£ne koordi-
nate pozitivne povsod v notranjosti nekega konveksnega ve£kotnika, potem ogli²£a
tega ve£kotnika leºijo na kroºnici. Presenetljivo pa je tudi to, da nobeden izmed
nadalnjih £lanov druºine wi,p ne porodi koordinat, ki bi bile pozitivne v notranjosti
poljubnih koveksnih ve£kotnikov. V [2] je dokazana naslednja trditev.
Trditev 2.5. Edina dva £lana enoparametri£ne druºine homogenih koordinat wi,p,
ki sta pozitivna znotraj poljubnih konveksnih ve£kotnikov sta wi,0 in wi,1. Torej tista,




Posplo²ene baricentri£ne koordinate imajo veliko razli£nih aplikacij. Wachspress,
ki je bil eden izmed prvih, ki se je ukvarjal s temi koordinatami, je bil motiviran
z njihovo uporabo pri metodi kon£nih elementov. To je numeri£na metoda, s ka-
tero lahko dobimo pribliºne re²itve parcialnih diferencialnih ena£b. Kasneje se je
izkazalo, da so posplo²ene baricentri£ne koordinate zelo uporabne tudi na podro£ju
geometrijskega modeliranja, oziroma v ra£unalni²ki graki. Uporabljajo se lahko
za deformacijo ravninskih in prostorskih krivulj ter likov in teles. Uporabimo jih
lahko tudi pri parametrizaciji triangulacij oziromo pri iskanju ploskev, ki se prile-
gajo oblaku to£k v prostoru. V nadaljevanju si bomo ogledali nekaj izmed na²tetih
uporab.
3.1 Baricentri£na preslikava
Posplo²ene baricentri£ne koordinate lahko uporabimo, da deniramo preslikavo med
dvema ve£kotnikoma v ravnini, med za£etnim ve£kotnikom in ciljnim ve£kotnikom.
Preslikava bo delovala tako, da bo za£etni ve£kotnik preslikala v ciljnega. Rekli
ji bomo baricentri£na preslikava. Krivulje znotraj za£etnega ve£kotnika se bodo
preslikale v nove krivulje znotraj ciljnega ve£kotnika, pri £emer bodo ogli²£a sluºila
kot kontrolne to£ke, ki bodo imele podobno vlogo kot tiste pri Bézierjevih krivuljah.
V ravnini R2 imejmo za£etni ve£kotnik P z ogli²£i v1,v2, . . . ,vn in ciljni ve£kotnik
P̂ z ogli²£i v̂1, v̂2, . . . , v̂n. Denirajmo baricentri£no preslikavo Ψ : P → P̂ . Sliko
to£ke x ∈ P poi²£emo v dveh korakih.






Za baricentri£no preslikavo lahko uporabimo Wachspressove koordinate ali pa
koordinate povpre£ne vrednosti. e uporabimo Wachspressove koordinate, potem
preslikavo lahko uporabimo samo med konveksnimi ve£kotniki, saj vemo, da imajo
Wachspressove koordinate za nekonveksne ve£kotnike pole znotraj le teh. Baricen-
tri£no preslikavo lahko na enak na£in deniramo tudi za to£ke zunaj ve£kotnika.
Tako dobimo preslikavo celotne ravnine. V tem primeru moramo uporabiti koordi-
nate povpre£ne vrednosti, saj so zvezne na celotni ravnini. e uporabimo koordinate
povpre£ne vrednosti iz denicije 2.2, dobimo preslikavo Ψ : R2 → R2, ki je zvezna
na celotnem R2. Zaradi denicije 2.2 za to preslikavo velja, da se ogli²£a za£etnega
ve£kotnika preslikajo v ogli²£a ciljnega ve£kotnika. Velja tudi, da se robovi za£e-
tnega ve£kotnika preslikajo v istoleºne robove ciljnega ve£kotnika. Naj to£ka x leºi
na enem od robov ve£kotnika P , x = (1− µ)vi + µvi+1. Zanima nas, kje leºi Ψ(x).
Ker velja ϕi(x) = (1− µ), ϕi+1(x) = µ in ϕj(x) = 0 za j ̸= i, i+ 1, potem je
Ψ(x) = (1− µ)Ψ(vi) + µΨ(vi+1) = (1− µ)v̂i + µv̂i+1
V [2] najdemo sliko, ki prikazuje, kako se navpi£ne in vodoravne £rte znotraj
ve£kotnika preslikajo, £e premaknemo nekaj ogli²£ in uporabimo baricentri£no pre-
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slikavo z Wachspressovimi koordinatami. Ta preslikava je prikazana na sliki 22.
Slika 22: Baricentri£na preslikava z Wachspressovimi koordinatami.
Zanima nas, kako baricentri£na preslikava deformira like znotraj ve£kotnika, £e
temu ve£kotniku premaknemo ogli²£a. Uporabili bomo koordinate povpre£ne vre-
dnosti. Na sliki 23 lahko vidimo, kako se preslika originalni (zeleni) trikotnik, £e na
dva na£ina premaknemo ogli²£a ²tirikotnika, ki ga obdaja. Modri trikotnik prikazuje
sliko zelenega. Na sliki 23 lahko vidimo tudi, kako se preslika krog, £e ga obdamo s
²estkotnikom in mu premaknemo kak²no ogli²£e.
Slika 23: Baricentri£na preslikava s koordinatami povpre£ne vrednosti.
Vidimo, da so baricentri£ne preslikave lahko zelo uporabne za modiciranje naj-
razli£nej²ih oblik v ravnini. Tak na£in modikacije je numeri£no zelo efektiven. V
zgornjem primeru lahko samo enkrat izra£unamo baricentri£ne koordinate to£k na
krogu glede na originalni ²estkotnik. Pri vsaki novi modikaciji uporabimo te iste
koordinate in izra£unamo zgolj izraz iz to£ke 2 v deniciji baricentri£ne preslikave.
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Opisani na£in modikacije lahko uporabimo tudi na kompleksnej²ih oblikah. Re-
cimo, da imamo v ravnini narisano £love²ko ali ºivalsko guro. Obdamo jo s kletko,
ki sluºi kot originalni ve£kotnik. S premikanjem ogli²£ kletke in baricentri£no pre-
slikavo lahko dobimo isto guro, kateri smo premaknili del telesa.
e bolje si bomo predstavljali baricentri£no preslikavo, £e si ogledamo, kako se
z njo preslika celotna ravnina. Tako bomo videli tudi, kaj se zgodi s to£kami, ki
leºijo zunaj ve£kotnika, ki ga uporabimo za denicijo preslikave. Na sliki 24 si
lahko ogledamo, kako se preslikajo to£ke znotraj in zunaj ve£kotnika za dva primera
baricentri£nih preslikav s koordinatami povpre£ne vrednosti. Pri drugem primeru
smo ogli²£a modrega ²tirikotnika premaknili tako, da smo na njih uporabili ano
preslikavo. Opazimo, da so se vse to£ke preslikale z isto preslikavo. To velja zaradi
denicije baricentri£ne preslikave in lastnosti (3). e ogli²£a ve£kotnika v ravnini
preslikamo z ano preslikavo in potem deniramo baricentri£no preslikavo med tem
dvema ve£kotnikoma, bo ta preslikava enaka isti ani preslikavi.
Slika 24: Baricentri£na preslikva s koordinatami povpre£ne vrednosti uporabljena
na celotni ravnini.
Baricentri£na preslikava s koordinatami povpre£ne vrednosti ima ²e eno lastnost,
ki lahko pri aplikacijah povzro£a teºave. Preslikava je namre£ lahko taka, da se bo
krivulja, ki je v celoti znotraj za£etnega ve£kotnika, preslikala v krivuljo, ki ne bo
cela leºala v ciljnem ve£kotniku. Tak primer prikazuje slika 25. Ker je za£etni
ve£kotnik konveksen, so vse koordinate povpre£ne vrednosti pozitivne na celotnem
krogu znotraj kvadrata. Slike to£k na krogu dobimo tako, da izra£unamo konveksno
kombinacijo ogli²£ ciljnega ve£kotnika. Tako bo slika gotovo leºala v konveksni
ogrinja£i ciljnega ve£kotnika, vendar ker ta ni konveksen, ni nujno, da bo leºala
znotraj samega ve£kotnika.
Slika 25: Baricentri£na preslikava s koordinatami povpre£ne vrednosti.
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3.2 Modikacija fotograj z baricentri£no preslikavo
Idejo baricentri£ne preslikave lahko uporabimo tudi za modiakcijo fotograj. Re-
cimo, da smo naredili fotograjo dnevne sobe, naknadno pa smo ugotovili, da je
slika, ki visi na steni sobe, obe²ena postrani. Ker v vsakdanjem ºivljenju namesto
izraza fotograja velikokrat uporabljamo tudi izraz slika, se dogovorimo, da bo v
tem poglavju izraz slika vedno pomenil okvirjeno sliko, ki visi na steni sobe na fo-
tograji, saj bi druga£e lahko pri²lo do zmede. Fotograjo bi radi popravili tako,
da bo slika visela naravnost. V ta namen bomo uporabili baricentri£no preslikavo s
koordinatami povpre£ne vrednosti.
Podobno kot v prej²njem poglavju, bi lahko sliko na steni iz fotograje obdali s
²tirikotnikom potem pa ogli²£a tega ²tirikotnika premaknili tako, da bi slika na steni
visela naravnost. Denirali bi baricentri£no preslikavo, ki prvi ²tirikotnik preslika v
drugega in jo uporabili na celotni fotograji. Tako bi poravnali sliko samo v nekem
absolutnem smislu, glede na celotno ravnino, nebi pa je poravnali glede na ostale
dele fotograje, saj bi se zaradi baricentri£ne preslikave premaknilo tudi vse ostalo
na sliki. Primer ponazarja slika 26.
Slika 26: Na levi fotograji smo uporabili baricentri£no preslikavo, ki modri
²tirikotnik na levi preslika v rde£i ²tririkonik na desni. Rezultat je slika na desni.
Ta problem bomo re²ili tako, da bomo denicijo koordinat povpre£ne vrednosti
raz²irili, da bo delovala ne samo za en ve£kotnik ampak prav tako za unijo ve£ko-
tnikov v ravnini, ki bodo lahko tudi eden znotraj drugega. Z novimi koordinatami
povpre£ne vrednosti bomo lahko denirali baricentri£no preslikavo med za£etno unijo
ve£kotnikov in ciljno unijo ve£kotnikov. Za za£etno unijo bomo uporabili ²tirikotnik,
ki obdaja celotno fotograjo in ²tirikotnik znotraj njega, ki obdaja sliko obe²eno na
steni. Za ciljno unijo pa bomo le notranjemu ²tirikotniku tako premaknili ogli²£a,
da bo slika na steni visela naravnost. Tako bomo zagotovili, da bodo zunanji ro-
bovi fotograje ostali nespremenjeni. Upo²tevali bomo linearno perspektivo, kar
pomeni, da robovi slike ne bodo vzporedni tudi v ciljni uniji. Za£etno in ciljno unijo
ve£kotnikov ponazarja slika 27.
V naslednje poglavju si bomo natan£neje pogledali, kako deniramo koordinate
povpre£ne vrednosti za unijo ve£kotnikov v ravnini.
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Slika 27: Za£etna in ciljna unija ve£kotnikov s pomo£jo katerih deniramo
baricentri£no preslikavo.
3.2.1 Koordinate povpre£ne vrednosti za unijo ve£kotnikov
Naj bo P = P1 ∪ P2 ∪ · · · ∪ PN unija poljubnih ve£kotnikov v ravnini, katerih
robovi se ne sekajo. Ve£kotniki so lahko gnezdeni. Ve£kotnik Pi ima ni ogli²£,
Pi = [vi,1,vi,2, . . . ,vi,ni ]. Ve£kotniki naj bodo pozitivno orientirani, razen gnezdenih.
e je ve£kotnik gnezden potem naj ima orientacijo (−1)k, kjer je k nivo gnezdenja
(nivoju k = 0 pripada zunanji ve£kotnik). Naj bo x ∈ R2 \ P , poljubna to£ka v
ravnini, ki ne leºi na nobenem izmed robov vseh ve£kotnikov. Koordinate povpre£ne














Velja, da je αi,j(x) kot med vektorjema vi,j −x in vi,j+1 −x. Znotraj posameznega
ve£kotnika Pi velja cikli£nost, torej vi,ni+1 = vi,1 in vi,0 = vi,ni . Kote αi,j(x), ki
nastopajo v ena£bi (3.1), ponazarja primer na sliki 28.
Zanima nas, £e tudi za tako denirane koordinate veljajo lastnosti baricentri£nih




j=1 ϕi,j = 1. Radi bi pokazali ²e,
































Slika 28: Koti αi,j(x) pri koordinatah povpre£ne vrednosti za unijo treh ve£kotnikov.











e dobljeno ena£bo delimo se z W (x), smo dokazali ºeljeno. Vse lastnosti na-
vadnih koordinat povpre£ne vrednosti veljajo tudi, £e denicijo raz²irimo na unije
ve£kotnikov. Lahko bi uporabili popolnoma enake dokaze, le pri izreku 2.2 bi morali
biti malo bolj pazljivi. Izrek velja, £e se v vsakem radialnem sektorju vstopni in
izstopni robovi zaporedoma menjajo, ko se premikamo proti zunanjosti. Pri uniji
ve£kotnikov to doseºemo na na£in, da orientacijo deniramo tako, da se pri gnezde-
nih ve£kotnikih menja.
Denicijo 2.2 lahko raz²irimo, da dobimo koordinate povpre£ne vrednosti za
unijo poljubnih ve£kotnikov v ravnini, katerih robovi se ne sekajo. Za te koordinate
veljajo iste lastnosti (1) - (7).
Vrnimo se nazaj k modikaciji slike. Na sliki 27 smo ºe dolo£ili na²o za£etno in
ciljno unijo ve£kotnikov. Uporabimo koordinate povpre£ne vrednosti za unijo ve£ko-
tnikov in deniramo preslikavo med unijama. Slika 29 prikazuje, kako ta preslikava
deluje na to£kah znotraj zunanjega ve£kotnika.
Ugodna lastnost baricentri£ne preslikave je, da se robovi za£etne unije ve£kotnika
preslikajo v istoleºne robove ciljne unije. To v na²em primeru pomeni, da se bo
ohranila oblika fotograje (zunanji rob fotograje). Hkrati to pomeni, da bo okvir
slike, ki jo ºelimo poravnati, ostal raven tudi na preslikani fotograji. Na sliki 29
opazimo tudi, da se mreºa znotraj notranjega ²tirikotnika pri preslikavi malo popa£i.
To pomeni, da se bo pri preslikavi fotograje vsebina slike, ki visi na steni, malce
popa£ila.
Sedaj bi radi na fotograji uporabili to preslikavo. Fotograje so sestavljene iz
slikovnih to£k, ki imajo vsaka svojo barvo. V naslednjem poglavju si bomo pogledali,
kako uporabimo preslikave ravnine na fotograjah.
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Slika 29: Baricentri£na preslikava, ki jo bomo uporabili za modikacijo slike.
3.2.2 Preslikave na fotograjah
Fotograje so v ra£unalniku tipi£no predstavljene kot n×m× 3 matrike. Tukaj sta
n in m ²irina in vi²ina fotograje v slikovnih to£kah. Vsaka slikovna to£ka ima to£no
dolo£eno barvo, ki je podana po RGB barvnem modelu. Vsaki slikovni to£ki torej
pripadajo tri vrednosti, ki dolo£ajo njeno barvo. Na fotograjo lahko gledamo tudi
bolj formalno Deniramo jo kot preslikavo F : Ω ⊂ N2 → C, kjer je
Ω = {1, 2 . . . ,m} × {1, 2, . . . , n}
mnoºica to£k, ki vsaka predstavlja eno izmed slikovnih to£k fotograje. Mnoºica
C = {1, 2 . . . , 256}3 je mnoºica vseh barv. Preslikava F vsaki to£ki (slikovni to£ki)
iz Ω priredi barvo.
Sedaj ºelimo preslikati fotograjo z neko preslikavo Ψ : R2 → R2. Preslikana
fotograja bo prav tako preslikava F̂ : Ω → C. elimo ugotoviti, katero barvo
moramo F̂ prirediti posamezni to£ki (i, j) ∈ Ω. To ugotovimo tako, da izra£unamo
Ψ−1(i, j) in pogledamo katera to£ka iz Ω je najbliºje dobljeni to£ki. To£ki (i, j)
priredimo bravo, ki jo preslikava F priredi tej najbliºji to£ki. V praksi najbliºjo
to£ko poi²£emo tako, da koordinate to£ke Ψ−1(i, j) zaokroºimo na najbliºje celo
²tevilo. Oziroma
F̂(i, j) = F
(︁
⌊x+ 1/2⌋, ⌊y + 1/2⌋
)︁
, kjer je
(x, y) = Ψ−1(i, j).
Ta na£in iskanja F̂(i, j) sicer deluje, vendar ga lahko ²e izbolj²amo. Namesto da
poi²£emo le celo²tevilsko to£ko, ki je najbliºje to£ki Ψ−1(i, j), poi²£emo vse ²tiri ce-
lo²tevilske to£ke, ki leºijo okoli Ψ−1(i, j). Vsaki zmed teh to£k preslikava F priredi
tri cela ²tevila med 0 in 256, ki povejo koli£ino rde£e, zelene in modre barve za
to to£ko. Vrednost za rde£o barvo, ki jo F̂ priredi (i, j), dolo£imo tako, da biline-
arno interpoliramo vrednosti za rde£o barvo, ki jih F priredi prej omenjenim ²tirim
to£kam, ki leºijo okoli Ψ−1(i, j). Enako naredimo za zeleno in modro barvo. Tako
dobimo ²e drugo formulo za izra£un F̂(i, j) in sicer (glej sliko 30)







µ = x− ⌊x⌋
λ = y − ⌊y⌋

















Slika 30: Bilinearna interpolacija.
Vrnimo se nazaj k modikaciji fotograje sobe. Za modikacijo bomo uporabili
preslikavo z bilinearno interpolacijo, preslikava Ψ : R2 → R2 pa bo baricentri£na
preslikava s koordinatami povpre£ne vrednosti, denirana z za£etno unijo in ciljno
unijo ve£kotnikov na sliki 27. Potrebovali bomo Ψ−1, ki pa je prav tako baricentri£na







kjer so ϕi,j baricentri£ne koordinate glede na ciljno unijo ve£kotnikov.
Oglejmo si ²e pseudokodo za algoritem, ki implementira zgoraj predstavljeno
transformacijo fotograje z baricentri£no preslikavo. V tem algoritmu bo fotograja
n×m× 3 matrika. Tako matriko si lahko predstavljamo kot 3 matrike. Element na
(i, j)-tem mestu prve matrike je vrednost rde£e barve za slikovno to£ko (i, j). Drugi
dve matriki pa na enak na£in vsebujeta vrednosti za zeleno in modro barvo.
Algoritm: Transformacija fotograje
1. Vhodno fotograjo preberemo kot n×m× 3 matriko.
2. Ustvarimo matriko enake velikosti, ki bo predstavljala izhodno fotograjo in
jo napolnimo z ni£lami.
3. Za vsako slikovno to£ko (i, j) iz izhodne fotograje naredimo naslednje:
(a) Izra£unamo koordinate povpre£ne vrednosti glede na ciljno unijo ve£ko-
tnikov ϕk,l(i, j) v to£ki (i, j).





(c) Z bilinearno interpolacijo dolo£imo vrednosti modre, rde£e in zelene barve
za slikovno to£ko (i, j).
(d) Te vrednosti zapi²emo v matriko, ki predstavlja izhodno fotograjo na
mesta (i, j, 1), (i, j, 2) in (i, j, 3).
4. Vrnemo matriko, ki predstavlja izhodno fotograjo.
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Slika 31 prikazuje, da nam algoritem da ºeljeni rezultat. Slika, ki visi na steni, se
je poravnala glede na tla. Ob natan£nej²em opazovanju transformirane fotograje
opazimo, da se je vsebina slike na steni popa£ila. Opazimo, da gladina morja ni ve£
ravna. Ta detajl prikazje slika 32. e zelo natan£no opazujemo desni del kav£a lahko
vidimo, da se je nekoliko popa£il, vendar to teºko zaznamo na prvi pogled. Slika
29 nam pove, da bodo tisti deli fotograje, ki prikazujejo objekte bolj oddaljene od
slike na steni, ostali skoraj na istem mestu, tisti deli, ki prikazuejo bliºnje, pa se
bodo nekoliko popa£ili.
Slika 31: Desna fotograja je rezultat algoritma, uporabljenega na levi fotograji.
Slika 32: Popa£ena notranjost slike, ki visi na steni.
Na sliki 33 lahko vidimo rezultat istega algoritma na fotograji obraza. Z upo-
rabo algoritma smo posku²ali malce zoºiti spodnji del obraza. Za£etni ve£kotnik
(modro) in ciljni ve£kotnik (rde£e), ki smo ju uporabili, sta prikazana na srednji
sliki. Seveda moramo, enako kot pri prej²njem primeru, dodati pravokotnik, ki do-
lo£a rob fotograje. Ve£ kontrole nad obliko obraza bi imeli, £e bi za£etnemu in
kon£nemu ve£kotniku dodali ve£ ogli²£, vendar bi s tem pove£ali tudi ²tevilo ra£un-
skih operacij v algoritmu.
Slika 34 prikazuje ²e tretji primer uporabe algoritma. Levo imamo originalno
fotograjo, na sredini in desno pa imamo dve transformirani fotograji. Pod vsako
izmed njih sta za£etna in ciljna unija ve£kotnikov, ki smo jih uporabili v algoritmu.
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Slika 33: Zoºanje obraza z uporabo algoritma.
Z algoritmom smo posku²ali poravnati plakat, ki visi na steni. Pri transformirani
fotograji, ki je na sredini, vidimo, da plakat res poravna, vendar se mo£no deformira
vsebina plakata in tudi njegova bliºnja okolica. Spremeni se oblika obeh plakatov in
nekoliko tudi oblika police. Tukaj je to bolj vidno, kot pri transformaciji fotograje
sobe na sliki 31, saj je rotacija plakata ve£ja, prav tako pa so ostali plakati precej
blizu tistega, ki ga ºelimo poravnati. Transformirana fotograja na desni prikazuje,
kako lahko vsaj del tega problema re²imo. Ve£ji plakat na fotograji obdamo s
pravokotnikom, ki je enak v za£etni in ciljni uniji ve£kotnikov. Tako zagotovimo, da
se oblika ve£jega plakata tudi na transformirani fotograji ne spremeni. Podobno bi
lahko naredili tudi za druge dele fotograje. Skozi ta primer ugotovimo, da algoritem
ni najbolj primeren, £e ºelimo del fotograje mo£no spremeniti. Ve£ji kot je premik,
ve£ja bo tudi deformacija v okolici.
3.3 Koordinate povpre£nih vrednosti v prostou in njihova
uporaba
Baricentri£no preslikavo s koordinatami povpre£ne vrednosti smo v prej²njem po-
glavju lahko uporabili za spreminjanje krivulj v ravnini. Krivulje smo obdali z ve£-
kotnikom, potem pa smo temu ve£kotniku premaknili ogli²£a in s tem kontrolirali
obliko krivulje. Podobno bi radi naredili tudi v prostoru. Imamo tridimenzionalno
guro, ki jo obdamo s kletko. S premikanjem ogli²£ kletke bi radi spreminjali obliko
gure. To bomo lahko naredili, £e koordinate povpre£ne vrednosti primerno posplo-
²imo v tri dimenzije.
Naj bo P ∈ R3 konveksen polieder, katerega stranske ploskve so trikotniki. Z V
ozna£imo mnoºico ogli²£ poliedra, z F mnoºico njegovih stranskih ploskev, z Fv pa
mnoºico stanskih ploskev, ki se dotikajo ogli²£a v. Naj bo x to£ka znotraj poliedra.
Vse stranske ploskve radialno projeciramo na enotsko kroglo s sredi²£em v to£ki x.
Vsak trikotnik f ∈ F postane sferi£ni trikotnik fx. Ogli²£e v se projecira v to£ko
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Slika 34: Izbolj²ave in slabosti algoritma.





Podobno kot smo pri koordinatah povpre£ne vrednosti v ravnini uporabili dejstvo,
da je integral enotske normale po krogu enka 0, sedaj uporabimo dejstvo, da je













kjer je n(y) zunanja enotska normala na sfero v to£ki y. Naj bo Vf mnoºica ogli²£
trikotnika f . Ker so vektorji ev, v ∈ Vf linearno neodvisni, lahko poi²£emo take






















































Slika 35: Levo sferi£ni trikotnik fx, desno skica za izra£un ea · nbc.
Za njih velja ∑︂
v∈V
wv(x)(v − x) = 0.
To pomeni, da so funkcije wv homogene koordinate. Po ena£bi (2.15) te funkcije
porodijo koordinate povpre£nih vrednosti v prostoru, ki smo jih iskali. Vemo tudi,
da za tako denirane koordinate veljata lastnosti (1) in (2).
Izra£unati moramo ²e skalarje wv,f . Izberemo trikotnik f ∈ F z ogli²£i a, b
in c. Ko ga projeciramo, bo sferi£ni trikotnik fx imel ogli²£a â, b̂ in ĉ. e ta
ogli²£a poveºemo z x, dobimo krogelni izsek (glej sliko 35 levo). Stranske ploskve
krogelnega izseka so sferi£ni trikotnik fx in trikotniki Tab = [â, b̂,x], Tbc = [b̂, ĉ,x]
in Tca = [ĉ, â,x]. Deniramo ²e enotske normale nab,nbc in nca, ki so pravokotne
na stranske ploskve Tab, Tbc in Tca in kaºejo v notranjost krogelnega izseka. Da
bomo lahko izra£unali wa,f , wb,f in wb,f , moramo najprej izra£unati integral If =∫︁
fx
n(y)dy. Krogelni izsek je sklenjena ploskev, zato je integral zunanje enotske











Teh integralov ni teºko izra£unati, saj je enotska normala na vsakem izmed triko-





(βabnab + βbcnbc + βcanca),
kjer je βab kot med ea in eb. Uporabimo ²e enakost (3.3) in dobimo
wa,fea + wb,feb + wb,feb =
1
2
(βabnab + βbcnbc + βcanca).
e ena£bo skalarno pomnoºimo z nbc, dobimo
wa,f =
βabnab · nbc + βbc + βcanca · nbc
2ea · nbc
. (3.2)
Na podoben na£in lahko izra£unamo ²e wb,f in wc,f . Te formule najdemo v [4].
Kote β izra£unamo s pomo£jo stranskih trikotnikov krogelnega izseka. Dobimo
βab = 2arcsin(||ea − eb||/2). Podobno velja za βbc in βca.
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Formulo (3.2) lahko preoblikujemo tudi tako, da nam ne bo treba ra£unati nor-
mal. Skalarana produkta v ²tevcu izrazimo s koti in dobimo nab · nbc = − cosϑb
in nca · nbc = − cosϑc, kjer je ϑb notranji kot sferi£nega trikotnika pri ogli²£u v̂b
oziroma kot med ravninama, v katerih leºita trikotnika Tab in Tbc. Podobno velja za
ϑc. Za skalarni produkt v ²tevcu velja ea ·nbc = cosα, kjer je α kot med vektorjema
ea in nbc (glej sliko 35 desno). Tudi ta skalarni produkt bi radi izrazili s koti β in ϑ.
Pri tem nam bo pomagal trikotnik [tc, tb, v̂a]. Dobimo ga kot presek ravnine, ki je
pravokotna na ravnino trikotnika Tbc in gre kozi to£ko v̂a. V tem trikotniku je kot
pri ogli²£u tc enak ϑc. Trikotnik [tc,x, v̂a] je pravokoten, zato dobimo d = sin βca.
V trikotniku [tb, tc, v̂a] nari²emo vi²ino h in jo izrazimo s pomo£jo pravokotnega tri-
kotnika [s, tc, v̂a]. Dobimo h = sinϑc sin βca. Iz pravokotnega trikotnika [s,x, v̂a]
sledi cosα = sinϑc sin βca. Dobimo novo formulo za wa,f in sicer
wa,f =
−βab cosϑb + βbc − βca cosϑc
2 sinϑc sin βca
.
Formulo lahko izbolj²amo ²e tako, da se izognemo ra£unanju kotov ϑ. V ta namen







sin v sin(v − βbc)
sin βab sin βca
, kjer v = βab + βbc + βca.
S pomo£jo te formule lahko izrazimo tudi cosϑa. Naj bo cos γ/2 = y. Iz tega
dobimo γ = 2arccos y, naprej pa
cos γ = cos(2 arccos y) = cos2(arccos y)− sin2(arccos y) = y2 − (1− y2) = 2y2 − 1.
Ugotovili smo, da velja
cosϑa = 2
sin v sin(v − βbc)
sin βab sin βca
− 1.
S tem smo dobili novo formulo za wa,f , v kateri nastopajo samo koti β. Formuli za
wb,f in wc,f sta podobni, najdemo jih v [6]. Na za£etku smo predpostavili, da imamo
konveksen polieder. V £lanku [6] je predstavljeno, da lahko iste formule uporabimo
tudi za nekonveksne poliedre, ki imajo za stranske ploskve trikotnike.
S pomo£jo koordinat povpre£ne vrednosti v prostoru lahko deniramo baricen-
tri£no preslikavo v prostoru. Deniramo jo na enak na£in kot v ravnini. To pre-
slikavo lahko uporabimo za kontroliranje ploskev v prostoru. Ploskev, ki je lahko
tudi sklenjena, obdamo s kletko, ki dolo£a polieder, katerega vse stranske ploskve so
trikotniki. S premikanjem ogli²£ poliedra in baricentri£no preslikavo spreminjamo
obliko ploskve. Slika 36 prikazuje, kako lahko to preslikavo uporabimo, da spreme-
nimo obliko konja ali pa premikamo njegove okon£ine. Sliko najdemo v [6].
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Slika 36: Kontroliranje oblike konja z baricentri£no preslikavo v prostoru.
4 ZAKLJUEK
V magistrskem delu smo obravnavali posplo²ene baricentri£ne koordinate. Najprej
smo si jih ogledali v trikotniku, nato pa smo jih posplo²ili in denirali za poljubne
ve£kotnike. Izpeljali smo njihove osnovne lastnosti, potem pa smo se bolj natan£no
ukvarjali s konkretnimi primeri koordinat in sicer z Wachspressovimi koordinatami in
s koordinatami povpre£ne vrednosti. Te dvoje koordinat smo med seboj primerjali
in ugotovili, da so koordinate povpre£ne vrednosti uporabnej²e, saj nimajo polov
tudi znotraj nekonveksnih ve£kotnikov.
Spoznali smo baricentri£no preslikavo v ravnini in njene lastnosti. Videli smo, da
je uporabna za kontroliranje oblik v ravnini, saj lahko z majhnim ²tevilom kontrolnih
to£k modiciramo ravninske oblike. Baricentri£no preslikavo smo uporabili tudi za
modikacijo fotograj. Ugotovili smo, da preslikava dobro deluje za manj²e premike
na fotograjah, pri ve£jih premikih pa pride tudi do ve£jih deformacij v neposredni
okolici premika. Demonstrirali smo, da tudi te deformacije lahko nadzorujemo,
vendar v tem primeru algoritem postane zahtevnej²i.
Na koncu smo spoznali ²e koordinate povpre£ne vrednosti v prostoru, ki so upo-
rabne pri modikaciji tridimenzionalnih oblik. Podobno kot v ravnini lahko kom-
pleksno tridimenzionalno guro obdamo s kletko, ki ima relativno malo ogli²£ in s
premikanjem ogli²£ spreminjamo obliko gure.
V nadaljevanju bi lahko ²e natan£neje obravnavali posplo²ene baricentri£ne ko-
ordinate v ravnini in prostoru ter njihove ²tevilne aplikacije. Zanimivo podro£je
uporabe, s katerim bi se ²e lahko ukvarjali, je uporaba koordinat pri rekonstrukciji
gladke ploskve iz oblaka to£k v prostoru.
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